
 

 

第 3 章  静定结构的内力计算 

教学提示：本章结合几种典型结构型式讨论静定结构的受力分析问题，涉及静定平面

梁、静定平面刚架、静定平面桁架、拱、组合结构等。内容包括支座反力和内力的计算、

内力图的绘制、受力性能的分析。静定结构的受力分析，主要是确定各类结构由荷载所引

起的内力和相应的内力图。本章将在理论力学的受力分析和材料力学的内力分析的基础上，

主要是应用结点法、截面法和内力与荷载之间的微分关系来计算静定平面梁、静定平面刚

架、静定平面桁架、拱、组合结构，内容包括支座反力和内力的计算、内力图的绘制、各

种结构受力性能的分析。 

教学要求：本章让学生掌握轴力、弯矩和剪力的概念及其正负号的规定；能灵活运用

结点法、截面法和内力与荷载之间的微分关系计算静定结构的支座反力和各截面内力并绘

制内力图；理解不同结构的受力特性。 

 

3.1  单跨静定梁 

静定结构就是无多余约束的几何不变体系。全部支座反力和内力都可用静力平衡方程

求出，且解答是唯一的。 

平面结构的任一杆件的截面一般有 3 种内力：轴力 N、剪力 V、弯矩 M。二力杆(链杆)

只有轴力。其正负号规定如下，如图 3.1 所示。 

轴力：以受拉为正，截面的外法线方向画出。 

剪力：以绕隔离体顺时针方向为正，截面的切线方向画出。 

弯矩：不规定正负号，其值画在杆件受拉纤维一侧。 

 

图 3.1  平面结构内力及其正方向约定 

3.1.1  截面法求指定截面的内力 

截面法是求解结构内力的基本方法，即将杆件在指定截面切开(图 3.2)，取其中任一部

分为研究对象，利用静力平衡条件，确定截面的 3 个内力分量。用截面法取研究对象时应

注意如下问题。 

(1) 与研究对象(隔离体)相连接的所有约束都要切断，并以相适应的约束力代替。 

(2) 不可遗漏作用于研究对象上的力，包括荷载、约束力(内力和支反力)。 
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(3) 对于未知力，总是假定为其正方向，如果求出的结果为正值，说明实际作用方向

与假设方向相同，如果其值为负，则说明实际作用方向与假设相反。  

(4) 在利用平衡方程时，尽量避免解联立方程。 

 

图 3.2  截面法研究对象及内力表达 

内力求出后，用内力图直观明了地表示杆各截面的内力变化，直观明了。作图时，把

内力的大小按一定的比例尺，以垂直于杆轴的方向标出，且规定：剪力和轴力画在杆的任

一侧，标明正负号、大小；弯矩画在杆件的受拉纤维一侧，标明大小，不标明正负号。过

程如图 3.3 所示。 

 

图 3.3  内力图 

3.1.2  内力与荷载的关系 

为了能找到结构内力图的简化作法，现针对常见的荷载，推导结构杆件内力 M、Q 与

荷载集度 q 之间的微分关系。取图 3.4 所示的单元体，假设荷载向下为正。 

 

图 3.4  单元体 

考虑平衡关系，以右侧截面形心为矩心， 0M =∑ ，有 

   2( )
d ( d ) (d ) 0

2

q x
Q x M M M x+ − + − =  

q 
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忽略高阶微量，得： 
d

d

M
Q

x
=                                          (3-1) 

由 0Y =∑ ，有 

( )d ( d ) 0Q q x x Q Q− − + =  

得：            

                     
d

( )
d

Q
q x

x
= −                                        (3-2) 

将(3-1)式代入(3-2)式，得：    

                    
2

2

d d
( )

d d

M Q
q x

x x
= = −                                  (3-3) 

将常见的荷载形式代入荷载与内力的微分关系式(3-1)～式(3-3)，将相应的内力图特征

集中于表 3-1。 

表 3-1  常见荷载的内力图特征 

常见荷载形式 内力图主要特征 

均布荷载 
  

集中荷载 
  

集中力偶  

 

 

铰结点 
 

弯矩为零 

 

3.1.3  分段叠加法作弯矩图 

对结构中的直杆段作弯矩图时，可以采用分段叠加法，使绘图工作得到简化。 

如图 3.5 所示结构，可用截面法求得CD段C D、 截面的内力。取CD为研究对象，画

出如图 3.6 所示的受力图。 

           

图 3.5  简支梁                   图 3.6  CD 段受力图 

将CD段看作与CD段同跨度的简支梁，易计算 C CDR Q= ， D DCR Q= 。可见，简支梁的

受力与CD段的受力完全一致(变形也相同)，则其所受荷载如图 3.7 所示。 

Q 图 

M 图 

Q 图 

M 图 

Q 图 

M 图 

保持原有的变化趋势 
M0 

Q0 

Q0 Q0 Q0 q 1 

Q0 
Q0 
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图 3.7  CD段等同简支梁及其受力图 

由内力图的特征和弯矩图的叠加原理，CD梁的弯矩图如图 3.8 所示。 

 

图 3.8  弯矩图的叠加 

注意，图 3.8 中的弯矩叠加是纵坐标的叠加，即弯矩图的纵距是垂直于杆轴的，而不

是几何图形的拼凑。 

利用内力图的特征及弯矩图的分段叠加原理，可以将弯矩图的一般作法归纳如下。 

(1) 以外力改变点(集中力作用点、集中力偶作用点、均布荷载的起点和终点)为控制截

面，利用截面法控制截面的弯矩值。 

(2) 将控制截面间的杆件看作简支梁，利用内力图的特征及控制点的弯矩值作出其弯

矩图。 

(3) 将所有分段的内力图叠加，得到结构的弯矩图。 

3.2  多跨静定梁 

多跨静定梁是由若干根梁用铰联结而成用来跨越几个相联结构的静定梁。图 3.9 为公

路桥梁中使用的多跨静定梁及其计算简图。 

除了在桥梁方面较常采用这种结构形式外，在房屋建筑中的檩条有时也采用这种形式。

图 3.10 所示为一多跨木檩条的构造及其计算简图。在檩条接头处采用斜搭接的形式中间用

一个螺栓系紧，这种接头不能抵抗弯矩但可防止所连构件在横向或纵向的相对移动，故可

看作铰接。 
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图 3.9  公路桥梁中使用的多跨静定梁及其计算简图 

 

图 3.10  多跨木檩条的构造及其计算简图 

由多跨静定梁的几何组成分析可知，图 3.9 及图 3.10 中的 AB 直接由支座链杆固定于

基础，是几何不变部分，而图 3.9 中的 CD 及图 3.10 中的 CD 和 EF 在竖向荷载作用下也能

独立地维持平衡，我们称它们为基本部分；而其他各个部分必须要依靠其他部分的支撑才

能保持保证其几何不变性，故称为附属部分。 

为清晰起见，它们之间的支承关系可用图 3.11(a)～图 3.11(c)来表示。这种图称为层次

图，它是按照附属部分支承于基本部分之上来作出的。 

对于多跨静定梁，只要了解它的组成和各部分的传力次序，即不难进行内力计算。从

层次图可以看出：基本部分的荷载作用并不影响附属部分，而附属部分的荷载作用则必传

至基本部分。因此，在计算多跨静定梁时，应先计算附属部分，再计算基本部分。 

二者之间的作用可以根据作用力和反作用力定理确定，即附属部分支座反力的反作用

力，就是加于基本部分的荷载。这样多跨静定梁即可拆成若干单跨梁，分别计算。而后将

各单跨梁的内力图相叠加，即得到多跨梁静定梁的内力图。 

E 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

图 3.11  多跨静定梁及其层次图 

【例 3-1】  作出图 3.12 所示多跨静定梁的弯矩图。 

 

图 3.12  例 3-1多跨静定梁图 

解：(1) 根据题设条件，首先分析其几何组成，并作出层次图，如图 3.13 所示。 

 

图 3.13  例 3-1多跨静定梁层次图 

(2) 作出附属部分内力图，由于附属部分是一个待悬臂端的简支梁，根据内力图的特

征，可以很容易地作出其内力图，如图 3.14 所示。 

E 

多跨静定梁 

层次图 

多跨静定梁 

层次图 

多跨静定梁 

层次图 
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10kN
20

M(kN.m)

 

图 3.14  附属部分内力图 

(3) 将附属部分的 D 支座的反力反方向作用于基本部分的 D 截面，得到基本部分的计

算简图，如图 3.15 所示。同样可以作出其内力图，如图 3.16 所示。 

 

图 3.15  基本部分计算简图 

 

图 3.16  基本部分内力图 

(4) 将图 3.14 和图 3.16 叠加，得到图 3.17 所示的原结构的弯矩图。 

 

图 3.17  原结构的弯矩图 

3.3  静定平面刚架  

平面刚架是由若干直杆通过全部刚结点或部分刚结点连接所组成的结构。图 3.18 所示

为平面桁架与平面刚架的计算简图。由于刚结点约束使各杆之间不能发生相对转动，因而

各杆之间的夹角保持不变。从受力的角度来看，刚结点能承受和传递弯矩，所以刚架能提

供较大的使用空间。刚架在工程结构中应用十分广泛。 

M(kN·m) 

q=2kN/m 
20kN·m 

20 

M(kN·m) 

4 4 

2m 4m 2m 

M(kN·m) 
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   (a) 桁架，全部由铰结点约束              (b) 刚架，有刚结点约束  

图 3.18  平面桁架与平面刚架计算简图 

由于刚结点的特点，刚架中的主要内力是弯矩。同时由于刚结点能传递弯矩，所以可

以使结构中的内力分布更为均匀，即结构中的弯矩峰值可以达到削减。 

根据刚架受力特点，可以将其分为悬臂刚架、简支刚架、三铰刚架、组合刚架等。      

图 3.19 所示为常见的平面静定刚架及其计算简图。 

细石混凝土

沥青麻丝

水泥砂浆

沥青麻丝

水泥砂浆

 

(a) 工程中常见的平面静定刚架 

悬臂刚架 三铰刚架简支刚架 组合刚架
 

(b) 常见平面静定刚架的计算简图 

图 3.19  平面静定刚架  

平面静定刚架的内力计算和梁一样，用截面法取隔离体，利用静力平衡条件求解未知

力。其步骤通常是先进行几何构造分析，找出基本部分和附属部分；然后由整体或部分的

平衡条件求出支反力；再逐杆求出杆端内力，最后由叠加原理得到结构的内力图。 
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3.3.1  支座反力的计算 

刚架的支反力可以根据静力平衡条件来求得，但不同的刚架形式，求解时隔离体的选

择不同。对于悬臂刚架和简支刚架，由于未知支反力只有 3 个，可以取整体为研究对象，3

个方程就可以解出 3 个未知数。对于三铰刚架和组合刚架，由于未知支反力多于 3 个，所

以需要选取多个隔离体才能求出所有的未知支反力。下面用两个例子说明支反力的求法。 

【例 3-2】  求图 3.20 和图 3.22 所示刚架所受支反力。 

 

图 3.20  简支刚架 

解：简支刚架所受支反力计算过程如下。 

对于图 3.20 简支刚架，取整体为研究对象，计算简图如图 3.21 所示。 

 

图 3.21  简支刚架所受支反力计算简图 

考虑静力平衡，由： 

0X =∑ ，得 12 4 4 4AV qa q a qa= − ⋅ = − (向左) 

0AM =∑ ，得
( )22 1

6 4 4 12 2
2 2

4 1.5 1.5B

qa q a qa a
H qa

a a a

+ × × − ×
= =

+ +
(向上) 

0Y =∑ ，得 2A BH H qa= − = − (向下) 

经校核无误。 

三铰刚架所受支反力计算过程如下。 

D 

4q 

D 

B 
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(1) 对于图 3.22 简支刚架取整体为研究对象，计算简图如图 3.23(a)所示。 

考虑静力平衡，由： 

0BM =∑   8 4 6AH a a q a× = × × 得 30AH a=  (向上) 

0Y =∑ ， 10BH a=  (向上) 

(2) 取 CB 为研究对象，计算简图如图 3.23(b)所示。 

考虑静力平衡，由： 

0CM =∑ ， 4 7B BH a V a× = − × ，得 40 / 7BV a= −  (向左) 

(3) 再以整体为研究对象，考虑静力平衡，由： 

0X =∑ ，得 40 / 7A BV V a= − =  (向右) 

经校核无误。 

           

图 3.22  三铰刚架                  图 3.23  三铰钢架所受支反力计算简图 

3.3.2  内力计算 

在确定了刚架的支反力后，可以用截面法求得每个控制点的内力值，控制点的选取可

以是外力改变点(集中力作用点、集中力偶作用点、均布荷载的起点和终点)，也可以是各

杆的杆端(在刚架内力计算时，一般选择各杆杆端为控制点)，逐杆求出各杆端内力。 

【例 3-3】  计算图 3.24 所示悬臂刚架各杆杆端内力。 

 

图 3.24  悬臂刚架 

解：(1) 取 AB 为研究对象，其受力情况如图 3.25(a)所示。 

(a)                   (b) 

E 

HA 
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        (a) AB 杆                 (b) ABC 杆                      (b) CD 杆 

图 3.25  受力图 

考虑静力平衡条件，由： 

0BM =∑ ， 22 0BAqa M− = ，得 22BAM pa=  (左侧受拉)            

0X =∑ ，得 0BAQ =  

0Y =∑ ，得 0BAN =        

(2) 取 ABC 为研究对象，画出 ABC 杆的受力图如图 3.25(b)所示。 

考虑静力平衡条件，由 

0BM =∑ ， 22 6 2 0CBqa M qa a− − ⋅ = ，得 210CBM qa= −  (上侧受拉)   

0X =∑ ，得 6CBQ qa= −     

0Y =∑ ，得 0CBN =  

(3) 取 CD 为研究对象，其受力图如图 3.25(c)所示。  

考虑静力平衡条件，由： 

0CM =∑ ， 2(4 ) / 2 0CDM q a+ = ，得 28CDM qa= −  (上侧受拉) 

0X =∑ ， 4 sin 0CDN qa β+ × = ，得 2.4CDN qa= −  (受压) 

0Y =∑ ， 4 cos 0CDQ qa β− × = ，得 3.2CDQ qa=  

(4) 取整体为研究对象，其受力图如图 3.26 所示。 

考虑静力平衡条件，由 

0EM =∑ ， 2 2(4 ) / 2 2 6 2 0ECM q a qa qa a+ + − × = ，得 22ECM qa= (右侧受拉) 

0X =∑ ，得 0ECQ =  

0Y =∑ ，得 6 4 10ECN qa qa qa= − − = −  (受压) 

(5) 取结点 C 的力矩平衡，画出杆端力矩受力图如图 3.27 所示。由 

0CM =∑ ， CB CE CDM M M+ = ，得 22CEM qa= − (右侧受拉) 

经校核无误。 

A 

A 

NCB 
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图 3.26  整体受力图                   图 3.27  结点 C 受力图 

【例 3-4】  计算如图 3.28 中刚架的各杆杆端内力。 

 

图 3.28  例 3-4 图 

解：(1) 取 AD 为研究对象，受力图如图 3.29 所示。 

0X =∑ ， 12DAQ qa= −  

0Y =∑ ， 2DAN qa=   

0DM =∑ ， 24 4 (4 ) / 2 0A DAV a M q a⋅ + − = ，得 216DAM qa= (左侧受拉) 

(2) 由结点 D 的弯矩平衡， 216DCM qa=  (上侧受拉) 

(3) 取 ACD 为研究对象，受力图如图 3.30 所示。 

0Y =∑ ， 12DAQ qa= −   

0X =∑ ， 2DAN qa=   

c 0M =∑ ， 24 4 4 (4 ) / 2 0A A CDV a H a M q a⋅ + ⋅ − − = ，得 224DCM qa= −  (上侧受拉) 

NCD 
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图 3.29  AD 杆受力图                    图 3.30  ACD 受力图 

(4) 从 C 结点的右侧截断，取 BC 为研究对象，受力图如图 3.31 所示。 

 

图 3.31  BC 受力图 

0CM =∑ ，得 218CBM qa= −  (外侧受拉)  

0X =∑ ，得 2 sin 12 cos 8.8CBN qa qa qaβ β= − − = −    

0Y =∑ ，得 2 cos 12 sin 8.4CBQ qa qa qaβ β= − + =  

(5) B端剪力与轴力，把 2BH qa= 向 X、Y 方向分解即可得到。 

1.6BCN qa= − ， 1.2BCQ qa= −  

经校核无误。 
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【例 3-5】  计算图 3.32 中刚架的各杆杆端内力。 

 

图 3.32  例 3-5 图 

解：(1) 取 AD 为研究对象，受力图如图 3.33(a)所示。   

  
                     (a) AD 受力图         (b) EB 受力图 

图 3.33 

0DM =∑   24 16 / 7DA AM V a qa= × =   (左侧受拉) 

由结点 D 的平衡， 216 / 7DCM qa=   (外侧受拉)  

0X =∑ ， 4 / 7DAQ qa= −  

0Y =∑ ， 3DAN qa= −  

(2) 取 EB 为研究对象，受力图如图 3.33(b)所示。 

0EM =∑   216 / 7EBM qa= −  (右侧受拉) 

由结点 E 的平衡， 216 / 7ECM qa= −  (外侧受拉) 

0X =∑ ， 4 / 7EDQ qa=  

0Y =∑ ， EDN qa= −   

(3) 从 D 结点上侧截断，取 AD 为研究对象，受力图如图 3.34(a)所示。 

0X =∑ ， sin cos 0DC A AQ V Hβ β+ − = 得 2.057DCQ qa=  

0Y =∑ ， cos sin 0DC A AN V Hβ β+ + = 得 2.257DCN qa= −  

(4) 从 E 结点上侧截断，取 EB 为研究对象，受力图如图 3.34(b)所示。 
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            (a) AD 受力图                   (b) EB 受力图 

图 3.34  

0X =∑ ， sin cos 0EC B BN V Hβ β+ + =   得  1.057ECN qa= −  

0Y =∑ ， cos sin 0EC B BQ V Hβ β+ − =   得  0.257ECQ qa= −  

(5) 取 ADC 为研究对象，受力图如图 3.35 所示。 

 

图 3.35  ADC 受力图 

0X =∑ ， sin cos 4 cos 0CD A AQ V H qaβ β β+ − + =  得 1.143CDQ qa= −  

0Y =∑ ， cos sin 4 sin 0CD A AN V H qaβ β β+ + − =  得 0.143CDN qa=  

经校核无误。 

3.3.3  内力图的绘制 

在逐杆求出各杆的杆端内力后，可以利用叠加原理作出结构的内力图。在绘制内力图

时，弯矩图画在杆件受拉一侧，标明大小，不标正负号(不规定正负号)；剪力和轴力的符

号规定与梁相同，画在杆的任一侧，要标明正负号。 

【例 3-6】 分别绘制例 3-3～例 3-5 的内力图。 

(1) 例 3-3 中已求出各杆杆端内力。 
0BAQ =  

0BAN =        

ϕ

ϕ

QDC 

QEC 
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210CBM qa= −  (上侧受拉)   

6CBQ qa= −     

0CBN =  
28CDM qa= −  (上侧受拉) 

2.4CDN qa= −  (受压) 

3.2CDQ qa=  
22ECM qa=  (右侧受拉) 

0ECQ =   

6 4 10ECN qa qa qa= − − = −  (受压) 
22CEM pa= −  (右侧受拉) 

根据叠加原理及表 3-1中内力图特征，可作出其内力图如图 3.36所示。 

 

图 3.36  例 3-3 内力图 

(2) 例 3-4中已求出各杆杆端内力。 
12DAQ qa= −  

2DAN qa=  
216DAM qa=  (左侧受拉) 
216DCM qa=  (上侧受拉) 

2CDQ qa= −  

12CDN qa= −   
224DCM qa= −  (上侧受拉) 
218CBM qa= −  (外侧受拉)  

8.8CBN qa= −    

8.4CBQ qa=  

1.6BCN qa= −  

1.2BCQ qa= −   

根据叠加原理及表 3-1中内力图特征，可作出其内力图如图 3.37所示。 



结构力学简明教程 

 

·34·

·34· 

 

图 3.37  例 3-4 内力图 

(3) 例 3-5中已求出各杆杆端内力。 
216 / 7DAM qa=   (左侧受拉) 
216 / 7DCM qa=   (外侧受拉)  

4 / 7DAQ qa= −  

3DAN qa= −   
216 / 7EBM qa= −  (右侧受拉) 
216 / 7ECM qa= −  (外侧受拉) 

4 / 7EDQ qa=  

EDN qa= −  

2.057DCQ qa=  

2.257DCN qa= −  

1.057ECN qa= −  

0.257ECQ qa= −  

1.143CDQ qa= −  

0.143CDN qa=  

根据叠加原理及表 3-1中内力图特征，可作出其内力图如图 3.38所示。 

 

图 3.38  例 3-5 内力图 

3.4  三  铰  拱 

3.4.1  基本概念和类型 

拱在我国建筑结构上的应用，已有悠久的历史，如我国河北省建于隋代大业元年至十

12qa 
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一年赵州桥。目前在桥梁核房屋建筑工程中，拱式结构的应用也很广泛，主要应用于礼堂、

体育馆和展览馆等大空间的结构中。 

拱的形式有无铰拱、二铰拱、带拉杆拱、三铰拱等，如图 3.39所示。其中三铰拱是静

定的，而两铰拱、无铰拱是超静定的。 

 

图 3.39  拱的形式 

拱的各部分名称如图 3.39所示。拱身各截面形心的连线称为拱轴线，拱结构的最高点

称为拱顶，拱与支座的联结处称为拱趾，或拱脚，两个拱趾之间的距离称为跨度，拱顶到

两拱趾连线的竖向距离称为拱高，或拱矢。 

3.4.2  在竖向荷载作用下的支座反力计算 

 

图 3.40  
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图 3.40(a)所示为竖向荷载作用下的三铰拱，图 3.40(b)所示为与图(a)拱具有相同跨度的

简支梁，称为等代梁。 

(1) 由拱的整体平衡，和 0BM =∑ ，
1

( ) 0
n

A i i
i

Y l P l a
=

⋅ − ⋅ − =∑  得 

                         1

( )
n

i i
i

A

P l a
Y

l
=

⋅ −
=
∑

                             (3-4) 

由 0AM =∑ ，
1

0
n

B i i
i

Y l P a
=

⋅ − ⋅ =∑  得 

                         1

n

i i
i

B

P a
Y

l
=

⋅
=
∑

                                 (3-5) 

由 0X =∑ ，得 

                         A BX X H= =                                  (3-6) 

取顶铰 C以左的部分为研究对象，由 0CM =∑ ， ( )
2

1 1
1

0A i i
i

Y l P l a Hf
=

⋅ − − − =∑ ，得 

                        H=
( )

2

1 1
1

A i i
i

V l P l a

f
=

⋅ − −∑
                          (3-7) 

上式中的分子就是等代梁在截面 C的弯矩 0
CM ，所以 

                        H=
0
CM

f
                                       (3-8) 

式中， 0
CM ——代梁 C截面的弯矩。 

由式(3-8)可知，三铰拱在竖向荷载作用下，其水平反力(推力)与拱的形状无关，而仅

与 3 个铰的位置有关。若竖向荷载和拱趾位置不变，则随着拱矢 f 增大，水平推力减小。

反之，拱矢 f减小，水平推力增大。 

(2) 由等代梁的整体平衡，可得 

                        0
AY = 1

( )
n

i i
i

A

P l a
Y

l
=

⋅ −
=
∑

                          (3-9) 

                        0
BY = 1

n

i i
i

B

P a
Y

l
=

⋅
=
∑

                             (3-10) 

3.4.3  在竖向荷载作用下的内力计算 

在求得支座反力后，可以求出拱轴上任一截面的内力。现以图 3.40中任意截面 D为例，

导出内力计算公式。 

取截面 D以左部分为研究对象，受力图如图 3.41所示。 
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图 3.41  

(1) 弯矩的计算。 

弯矩符号规定以使拱内侧纤维受拉为正，反之为负。由 

0DM =∑  

( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2

0
1 1 2 2

D A D D D D

A D D D D

M Y x H y P x a P x a

Y x P x a P x a H y

= ⋅ − ⋅ − ⋅ − − ⋅ −

= ⋅ − ⋅ − − ⋅ − − ⋅
 

即得 D截面的弯矩： 

                            0
D D DM M H y= − ⋅                          (3-11) 

式中， 0
DM ——代梁对应于 D处截面的弯矩。 

即拱内任一截面的弯矩 DM 等于等代梁上对应 D 截面的弯矩 0
DM 减去推力所引起的弯

矩 DH y⋅ 。由此可见，由于推力的存在，拱的弯矩比等代梁(相应的简支梁)的弯矩要小。 

(2) 剪力计算。 

剪力符号的规定是使截面两侧的脱离体有顺时针转动趋势的为正，反之为负。由 

0Y =∑ ， DQ = ( )1 2 cos sinA D DY P P Hφ φ− − ⋅ − ⋅  

即得 D截面的剪力： 

DQ = 0 cos sinD D DQ Hφ φ⋅ − ⋅                              (3-12) 

式中， 0
DQ ——等代梁截面 D的剪力， 0

DQ ( )1 2AY P P= − −  

(3) 轴力计算。 

轴力的正负号规定与梁相同。由： 

0X =∑ ， 1 2( ) sin cosD A D DN Y P P Hφ φ= − − ⋅ + ⋅  

即得 D截面的轴力： 

                0 sin cosD D D DN Y Hφ φ= ⋅ + ⋅                               (3-13) 

式(3-11)、式(3-12)及式(3-13)中的 Dφ 由轴线确定， Dφ 的符号在图示坐标系中左半拱为正，
右半拱为负。 

Dϕ  

Dϕ  
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【例 3-7】  如图 3.42所示拱轴方程为 ( )2

4 f
y x l x

l
= − ，试求截面 D的内力。 

 

图 3.42 

解：(1) 求支座反力。 

取整体为研究对象，由： 

0AM =∑ ，得  200kNBY =   

0y =∑ ，得  200kNAV =  

取 BC为研究对象，由： 

0CM =∑ ，得  800 / 3kNH =  

(2) 取 AD为研究对象，受力图如图 3.43所示。 

 

图 3.43  

考虑静力平衡条件，由： 

0DM =∑ ，得  4 4.5 100 4 2D AM V H= ⋅ − ⋅ − × ×  =400 kN m⋅ (内侧受拉) 

4

3
tan

4D x
yφ

=
′= =   

建立图 3.43所示坐标系， 

0X =∑ ， ( ) 800
600 400 sin cos

3D D DN φ φ= − + =333.33 (压力) 

0Y =∑ ， ( ) 800
600 400 cos sin

3D D DQ φ φ= − − = 0 

Dϕ  

Dϕ  
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3.4.4  合理拱轴线 

拱在荷载作用下，各截面上会产生 3 个内力分量，截面处于偏心受压状态，应力分布

不均匀。如果能选取一根合适的拱轴线，使得在荷载作用下，拱上各截面的弯矩均为零，

则拱仅仅受到轴力的作用。此时，各截面都处于均匀受压的状态，因而材料能得到充分的

利用，相应的拱截面尺寸是最小的。从理论上说，设计成这样的拱是最经济的，故称这样

的拱轴为合理拱轴。 

对于在竖向荷载作用下的三铰拱，可以利用前面的结论求出合理拱轴，由任一截面的

弯矩为 
0

D D DM M H y= − ⋅  

根据合理拱轴的定义，各截面上的弯矩为零，即： 
0 0M M H y= − ⋅ =  

解得： 
0M

y
H

=                                    (3-14) 

由式(3-14)可知，合理拱轴的竖向距离 y与相应的等待梁的弯矩成正比。当拱上的荷载

已知时，只要求出等待梁的弯矩方程，就可以得到三铰拱的合理拱轴线方程。 

【例 3-8】  求图 3.44所示三铰拱的合理拱轴。 

 

图 3.44  

解：由对称性，
2

0
 d

2

l

A B

qx
Y Y x ql

l
= = =∫  

取左半为研究对象，由： 

0CM =∑ ， ( ) 2

 0
2  d 2 0

2

l

A

qx
Y l H l x l x

l
× − × − − =∫ ，得

4

3

ql
H =  

由式(3-14)得到合理拱轴方程： 

( )
3

3

2

312
4 4 16
3

qx
qlxM x x xly

qlH l

−
= = = −  

B 
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3.5  静定平面桁架 

3.5.1  桁架的基本概念与分类 

桁架结构指由许多细长杆件通过铰连接而成的空腹形式的结构。它被广泛应用于桥梁、

建筑工程和机械工程。图 3.45所示为工程中所用的桁架的计算简图。 

 
(a) 房屋屋架        

 
(b) 北京体育馆主体桁架的一片 

 
(c) 九江长江大桥主桁梁 

图 3.45  工程中所用的桁架 

实际的桁架各杆之间的连接以及所使用的材料多种多样，比如有榫接、螺栓或焊接，

它们的实际受力是很复杂的，要对它们进行精确计算很困难。但由于桁架一般都是由比较

长细的杆件组成，而且承受的荷载大多数通过其他构件传到结点上，这就使得桁架结点的

刚性对于杆件内力的影响大大减小，接近于铰的作用。杆件在荷载作用下，主要承受轴向

力，弯矩和剪力很小，可以忽略。所以在实际的工作中，为简化计算，通常对桁架作如下

假设。 

(1) 各结点是光滑无摩擦的铰结点连接。 

(2) 各杆轴均为直线，在同一平面内且通过铰的几何中心。 

(3) 荷载作用在结点上，并且都在桁架平面内。 
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符合上述假设条件的的桁架称为理想桁架。桁架中每根杆仅在两端铰接，这样的杆称

为链杆或二力杆。由于杆件只受到轴力作用，其横截面上只产生均匀分布的正应力，这样

可以使材料充分发挥作用。所以，相对梁来讲，桁架的自重较轻，适用于大跨度结构。 

根据桁架的几何构造特点，桁架可以分为 3种。 

(1) 简单桁架：由铰结三角形出发，依此增加二元体，最后与基础连接，如图 3.46(a)

所示。 

(2) 联合桁架：由简单桁架，按两刚片或三刚片法则连接，最后与基础连接，如图 3.46(b)

所示。 

(3) 复杂桁架：不属于上两类，无法用两刚片或三刚片法则分析的桁架，如图 3.46(c)

所示。 

 
(a) 简单桁架 

 
(b) 联合桁架                           (c) 复杂桁架  

图 3.46  桁架分类 

桁架的杆件根据所在位置的不同，分别有不同的定义。上边的各杆称为上弦杆，下边

的各杆称为下弦杆，中间的各杆称为腹杆，弦杆上相邻两结点间称为节间，间距称为节间

长度。两支座的水平间距称为跨度，垂直间距称为桁高，如图 3.47所示。 

 

图 3.47  

3.5.2  结点法 

为了求得桁架各杆的内力，截取桁架中的一个结点作为研究对象，利用平衡条件解出
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杆的内力。这种方法叫结点法。 

原则上，只要截取的结点有不多于两个未知力，均可用结点法。但由于结点有两个自

由度，仅能建立两个平衡方程，所以结点法一般应用于简单桁架，且按与简单桁架增加二

元体的反向截取结点，可保证每个结点仅有两个未知力。 
在建立平衡方程时，通常把杆轴力分解为水平分力 XN 和竖向分力 YN ，在图 3.48中，

力三角形和几何三角形具有相似关系，由相似定理，可以得到 

y x

y x

N NN

l l l
= =  

  

几何三角形      力三角形 

图 3.48 

在同一结点的所有内力为未知的各杆中，除某一杆外，其余各杆都共线，则该杆称为

此结点的单杆。关于结点单杆这类特殊杆件，有下面几种情况。 
(1) 连接两根不共线杆的结点，若该结点上无荷载作用，则此两杆的轴力为零。(二元

体上无结点荷载，该两杆不受力)，如图 3.49(a)所示。 
(2) 连接三根杆的结点上无荷载，且其中两根杆共线，则另一杆必为零轴力杆。如    

图 3.49(b)所示。 
(3) X形连接杆件的受力特点，如图 3.49(c)所示。 
(4) K形连接杆件的受力特点，如图 3.49(d)所示。 

 

(a)                                    (b) 

   
(c)                          (d) 

图 3.49  特殊杆件 

【例 3-9】  计算图 3.50中桁架各杆内力。 

解：(1) 求支座反力，X1＝80kN(向右)，Y2＝-40kN(向下)，Y1＝120kN(向上) 

ly 

lx 

N 

Nx 

Ny 

S2 
β β 
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(2) 利用特殊杆件结论，先找零杆，有 N67=0，N63=0。 

(3) 取结点 8 为研究对象，画出受力图，如图 3.51(a)所示。其中未知轴力均表示为正

方向。 

 

图 3.50 

由  0X =∑ ， 87 40 0N + = ，得  87 40kNN = −   

0Y =∑ ，得 85 0N =  

(4) 再取结点 7为研究对象，画出受力图，如图 3.51(b)所示。由： 

0X =∑ ， 73 7540x xN N+ =   

0Y =∑ ， 73 75 80 0y yN N+ + =   

由于 73 75

73 75

3

4
x x

y y

N N

N N
= = ，联立上述两式得：  

73 50kNXN = − ， 75 10kNXN = −  

(5) 再取结点 3为研究对象，画出受力图，如图 3.51(c)所示。由： 

0X =∑ ， 34 37 50kNxN N= =   

0Y =∑ ， 31 37

200
= kN

3yN N= − −   

(6) 再取结点 5为研究对象，画出受力图，如图 3.51(d)所示。由： 

0X =∑ ， 54 30kNN = −   

0Y =∑ ， 52

40
kN

3
N = −   

(7) 再取结点 4为研究对象，画出受力图，如图 3.51(e)所示。由于结点 4为一 K形结
点，所以有 41 42N N= − ，由： 

0X =∑ ， 41 42 40kNX YN N= − = −  

(8) 再取结点 2为研究对象，画出受力图，如图 3.51(f)所示。 由： 

0X =∑ ， 21 40kNN = −   

0Y =∑ ，
40 160

40 0
3 3

− + − = ，校核无误。 

3m 
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(9) 作出轴力图，如图 3.51(g)所示。 

 

(a)                 (b)                       (c)                           (d)   

 

(e)                            (f)                                (g) 

图 3.51  

3.5.3  截面法 

在求桁架各杆的内力时，如果截取桁架中两个以上结点作为研究对象，利用平衡条件

解出杆的内力。这种方法叫截面法。 

由于截面法所取研究对象有 3 个自由度，所以能建立 3 个平衡方程，每次可以求取 3

个未知力。 

截面法截的得的各杆中，除某一根杆外，其余各杆都交于同一点或彼此平行，则此

杆为截面单杆，如图 3.52(a)～图 3.52(c)中的 a杆。 

 

(a) 可以利用 0AM =∑ ，求 aN    (b)可以利用 0BM =∑ ，求 aN        (c)可以 0Y =∑ ，求 Na 

图 3.52  截面单杆 
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【例 3-10】  求图 3.53中指定杆 1、2及 3的轴力。 

  
图 3.53 

解：(1) 取 I-I截面，取右半部分为研究对象，如图 3.54(b)所示。 

由 0AM =∑ ， 1N d P d⋅ = ⋅ 得  1N P= (拉力)  

(2) 取 II-II截面，取右半部分为研究对象，如图 3.54(c)所示。 

由 0Y =∑ ， 2N P= − (压力) 

0BM =∑ ， 3 0N d P d⋅ + ⋅ =    得  3N = - P(压力) 

经校核无误。 

 

(a) 

 

(b)                                       (c) 

图 3.54 

3.5.4  结点法和截面法的联合应用 

在求解桁架时，不必拘泥于哪一种方法，只要能快速求出杆件的轴力，就是行之有效

的方法。所以，有时联合应用结点法和截面法更为方便。 
在联合应用结点法和截面法求解桁架时，只要能简单、快捷求出内力，二者不必分先

后。在取隔离体时，应尽量避免求解联立方程和未知力臂。 
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【例 3-11】  求图 3.55中指定杆 1、2和 3的轴力。 

 

图 3.55 

解：(1)几何构造分析。 

(2) 以整体为研究对象，求支反力，由对称性 
2A BY Y P= = ， 0AX =  

(3) 由于结点 E 为“K”结点，两根斜杆轴力相同。取结点 E 为研究对象，受力图如       

图 3.56(a)所示。 

 

(a)                            (b)                              (c) 

图 3.56 

由 0Y =∑ ， 12 2yN P= ，得  1XN P=  

由相似关系可得  1 2N P= (拉力)， 1XN P=  

(4) 取 I-I截面，取右半部分为研究对象，受力图如图 3.56(c)所示。 

由 0EM =∑ ，得  7CDN P=  (拉力) 

0X =∑ ， 1 3 0X CDN N N+ + = ，得  3 8N P= − (压力) 

(5) 取 II-II截面，取右半部分为研究对象，受力图如图 3.57(b)所示。 

 

(a)                                    (b) 

图 3.57 

由 0FM =∑ ， 2 2d+2 2d=y CDN P N d⋅ ⋅ ⋅ 得  2 3 / 2yN P=   

E N3 YA 

2 

D 
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由相似关系， 2

3 5

2
N P= (拉力) 

经校核无误。 

3.6  组 合 结 构 

组合结构的特点及计算过程如下。 

(1) 由链杆及梁式杆构成，如图 3.58所示。 

(2) 先计算链杆的轴力，后计算梁式杆的内力。 

(3) 截面法时，避免截断梁式杆(受弯杆)。 

 

图 3.58  组合结构示例 

【例 3-12】  作图 3.59所示结构内力图。 

 

图 3.59 

解：(1) 取结点 B为研究对象，受力图如图 3.60所示。 

  

图 3.60  B 点受力图 

由 0X =∑ ，得 1 2N N=   

由 0Y =∑ ，得 12 0B yY N+ = ，即 

梁式杆 
桁式杆 

梁式杆 
桁架杆 
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12 0BY N+ =                                (1) 

 

图 3.61 

(2) 取 I-I截面，取左半部分为研究对象，受力图如图 3.61所示，由： 

0CM =∑ ， 2
1

1
3 (3 ) 2 0

2AY a q a N a⋅ − − ⋅ = ，得： 

13 2 4.5AY N qa− =                             (2) 

(3) 取整体为研究对象， 

由 0CM =∑ ， 6 3 3 4.5 0A BY a Y a qa a⋅ + ⋅ − ⋅ = ，即： 

2 4.5A BY Y qa+ =                               (3) 

联立(1)、(2)、(3)式，解得 

0AY = ， BY = 4.5qa (向上)， 1 2N N= =
9 2

4
qa− (压力) 

由 0Y =∑ ，得 1.5DY qa= − (向下) 

(4) 取 D结点为研究对象，受力图如图 3.62所示，由：   

4.5DFN qa= −  (压力)， DEN = 9 2

4
qa  (拉力) 

经校核无误。 

(5) 作出内力图，如图 3.63所示。 

            

图 3.62                                   图 3.63  

3.7  静定结构受力特性 

静定结构和超静定结构都是几何不变体系，由于静定结构是无多余约束的，所以静定
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结构的内力可以完全由静力平衡条件确定。得到的解答是唯一的。 

由此可知静定给构的基本静力特性就是满足平衡条件的内力解答的唯一性，其受力特

性，都是在此基础上派生出来的。 

(1) 静定结构的反力和内力与结构所用材料的性质、截面的大小和形状都没有关系。 

(2) 温度改变、支座移动和制造误差等因素在静定结构中不引起内力。 

例如在图 3.64(a)中，简支梁由于支座 B 下沉只会引起刚体位移(如虚线所示)，而在梁

内并不引起内力；图 3.64(b)中，设三铰拱的杆 BC 因施工误差稍有缩短，拼装后结构形状

略有改变(如虚线所示)，但三铰拱内不会产生内力；图 3.64(c)中，悬臂梁上下侧存在温差，

由于其可以自由地产生弯曲变形(如虚线所示)，所以梁内不会产生内力。这些结论都可以

利用静力平衡条件证明，因为在结构上没有荷载作用，所以由平衡条件求得的支座反力为

零，相应的内力也为零。 

   

(a)                        (b)   

 

(c) 

图 3.64  支座移动和温度改变 

(3) 静定结构的局部平衡特性。 

如果一组平衡力系作用在静定结构上某一几何不变部分，则只会使该部分产生内力外，

其余部分不会产生内力，如图 3.65所示，一对平衡力系作用在桁架的 AB杆上，则其余部

分的反力和内力均为零。可分别由平衡条件 0X =∑ ， 0Y =∑ ， 0AM =∑ 得到

0A A BX Y Y= = = ，再由结点法可以得到除 AB杆外，其余各杆均为零杆。 

 

图 3.65  局部平衡特性 

(4) 静定结构的荷载等效特性。 

当静定结构的一个内部几何不变部分上的荷载作等效变换时，其余部分的内力不变。

这里，等效荷载是指荷载分布虽不同，但其合力彼此相等的荷载。 
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(5) 静定结构的构造变换特性。 

当静定结构的一个内部几何不变部分作构造变换时，其余部分的内力不变。 

3.8  习    题 

1. 作出以下各图的弯矩图。 

(1)  

 
(2)  

 
(3) 
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(4)  

 
(5) 

 
(6) 

 
2. 作内力图。 

 

2a 2a 2a a a 

A 



结构力学简明教程 

 

·52·

·52· 

3. 找出所有零杆。 

 
(a)                                    (b) 

4. 求 bN 。 

    

(a)                                (b) 

5. 求指定杆的轴力 N1、N2及 N3。 

 

6. 作图示结构内力图。 

  

4 

2×d=2d 
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7. 作图示结构内力图。 

 
8. 作图示结构内力图。 

 

p1 

p2 

H 


